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Abstract
In this paper, the stress field at the interface corner edge of a bonded cylinder under bending is discussed by comparing
with that under tension. Asymptotic description of the stress field under the bending consists of the singular stress term
and the non-singular stress term as well as that under the tension. The similarity relation between the singular stresses
under the tension and the bending is confirmed by performing 3D FE analyses on the bonded cylinders under the tension
and the bending which are subdivided by the same mesh pattern. The ratios of the intensity of the singular stress field
under the bending to that under the tension are computed changing material combinations variously, the maximum and
minimum values of the ratios are shown in the table and the chart according to Dundurs’ parameter (α ;β ). The intensity
of singular stress field for the bonded cylinder cannot be controlled by Dundurs’ parameter uniquely. However, because
the differences between the maximum and minimum values are small, the ratios can be controlled by Dundurs’ parameter.
Then, the ratios are larger than 0.7 and smaller than 1.0 in almost all material combinations with α(α¡2β )< 0.




and Pashby, 2000; Higgins, 2000; Petrie, 2008）．そして最近では，溶接，ボルト・ナット，リベットなどに代わって
採用されたり，ウェルドボンディングのようにそれらと併せて用いられたりしており，接着接合の注目度はさらに




and Akisanya, 1998; Akisanya and Meng, 2003; Mintzas and Nowell, 2012）．著者らも突合わせ継手および単純重ね
No.16-00222 [DOI: 10.1299/transjsme.16-00222]
¤1 正員，琉球大学工学部機械システム工学科 (〒 903-0213沖縄県中頭郡西原町千原 1)
¤2 正員，フェロー，九州工業大学大学院工学研究院機械知能工学研究系 (〒 804-8550福岡県北九州市戸畑区仙水町 1-1)
¤3 正員，永年会員，九州工業大学大学院工学研究院機械知能工学研究系























E  , 1 "1





























Fig. 1 Bonded cylinder model. For tension, the uniform stress σ∞z = σ0 is applied to the free ends. For bending,
the stress which varies linearly, σ∞z = σ0 x=a, is applied to the free ends. The intensity of the singular
















図 1に解析モデルを示す．(a)は引張りの場合，(b)は曲げの場合であり，前報（宮﨑他, 2015）と同じ L = 2aと
した．引張りの場合は軸対称であることから，特異応力場は界面端部の位置に依らない．一方，曲げの場合は非
軸対称となり，特異応力場は界面端部の位置で異なる．図 1(b)のように曲げの場合は応力 σ∞z = σ0 x=aを自由端
z =§Lに負荷するので，本論文では界面端 (x;y;z) = (a;0;0)から x軸上の界面に形成される特異応力場について
議論する．また，特異応力場の強さを求める際には界面端の (a;0;0)に位置する節点（以下では，第ゼロ節点と呼
ぶ）を用いる．表 1に 2つの材料の縦弾性係数 Em，ポアソン比 νm（m= 1は材料 1，2は材料 2を表す），Dundurs
の複合材料パラメータ (α ;β )および引張りの場合の特異性指数 λ を示す．ここで，(α;β )は横弾性係数 Gm およ





; β = G1(κ2¡1)¡G2(κ1¡1)
G1(κ2+1)+G2(κ1+1)
; κm = 3¡4νm (1)

















Table 1 Material properties used in the present analyses.
Material 1 Material 2
α β λ
E1 ν1 E2 ν2















Fig. 2 FE mesh pattern used in the analysis models. The interface corner edge points at which the intensity of the
singular stress field is calculated are subdivided by the same mesh pattern.
解析では，市販の FEMコード MSC Marc 2008 R1を用いた．2つの材料を線形弾性体で仮定し，メッシュパ
ターンおよび材料組み合わせを揃え，静的な 3次元弾性応力解析を行った．図 2に要素分割の様子を示す．中心部




Noda et al., 2015; Zhang et al., 2015a; Zhang et al., 2015b;宮﨑他, 2015;野田他, 2016）で確認している．界面端部の
要素の寸法については，先の研究（宮﨑他, 2015）を参考に e0=a = 7:814£10¡5（Coarse），3:904£10¡5（Fine）
とした．e0 を変化させることで，解析結果のメッシュ依存性および解析精度について検討を行った．
表 2に引張りの場合の材料 1，2側の第ゼロ節点での応力 σ Tj 0;FEM（ j = r;z;θ），τTrz0;FEM，ひずみ εTj 0;FEM，γTrz0;FEM，
曲げの場合の材料 1，2側の第ゼロ節点での応力 σ Bj 0;FEM，τBrz0;FEM，ひずみ εBj 0;FEM，γBrz0;FEMをそれぞれ示す（以下
では引張りの場合を表す際には上付き添字に T，曲げを表す際には Bを用いる）．本来，引張りの場合の σ Tz，τTrz，
εTr，εTθ，曲げの場合の σ Bz ，τBrz，εBr，εBθ は，界面で連続となる．しかしながら，一般に FEM解析では材料 1側と
2側で異なる値として求まるので，前報（宮﨑他, 2015）と同様に本論文でも材料 1側と 2側の平均値でそれらを
示している．




mat1 ' (εTθ0;FEM)mat2 ' ¡0:52と材料 1側と 2側で値はほぼ等しく，連続性も満足される．前報（宮﨑他,
2015）での軸対称解析では，(εTθ0;FEM)mat1 = (εTθ0;FEM)mat2 =¡0:5137といった値が得られている．値の差は 2%程
度であり，3次元解析と軸対称解析の違いを考慮すれば，十分な精度が得られていると考えられる．




mat1 ' (εBθ0;FEM)mat2 '¡0:47と材料 1側と 2側で値はほぼ等しく，連続性も満足される．
Table 2 Stress and strain components of bonded cylinder under (a) tension and (b) bending.
(a) Tension.










Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2
¡0:6416 0:6150 3:362 0:2289 0:7183 0:3031
Coarse (=¡0:6416+0:0) (= 0:6150+0:0) (= 3:376¡0:01363) (= 0:7528 (= 0:7804 (= 0:3031+0:0)
¡0:5239) ¡0:06217)
¡0:7044 0:6752 3:692 0:3007 0:7944 0:3328
Fine (=¡0:7044+0:0) (= 0:6752+0:0) (= 3:706¡0:01368) (= 0:8264 (= 0:8568 (= 0:3328+0:0)
¡0:5257) ¡0:06240)
























Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2
¡1:615 3:680 25:56 ¡0:5210 0:1983 11:18
Coarse (=¡1:752+0:1375) (= 3:560 (= 25:56 (= 0:0¡0:5210) (= 0:1983+0:0) (= 11:18+0:0)
+0:1202) ¡0:007056)
¡1:786 4:029 27:73 ¡0:5228 0:2178 12:27
Fine (=¡1:924+0:1380) (= 3:908 (= 27:73 (= 0:0¡0:5228) (= 0:2178+0:0) (= 12:27+0:0)
+0:1206) ¡0:007083)
σ Tz0;FEM = f(σ Tz0;FEM)mat1+(σ Tz0;FEM)mat2g=2 , τTrz0;FEM = f(τTrz0;FEM)mat1+(τTrz0;FEM)mat2g=2 for continuity of stress.
εTr0;FEM = f(εTr0;FEM)mat1+(εTr0;FEM)mat2g=2 , εTθ0;FEM = f(εTθ0;FEM)mat1+(εTθ0;FEM)mat2g=2 for continuity of displacement.
(b) Bending.










Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2
¡0:5631 0:5397 2:950 0:1886 0:6288 0:2660
Coarse (=¡0:5631+0:0) (= 0:5397+0:0) (= 2:962¡0:01228) (= 0:6605 (= 0:6848 (= 0:2660+0:0)
¡0:4720) ¡0:05601)
¡0:6182 0:5925 3:240 0:2516 0:6956 0:2920
Fine (=¡0:6182+0:0) (= 0:5925+0:0) (= 3:252¡0:01232) (= 0:7252 (= 0:7518 (= 0:2920+0:0)
¡0:4736) ¡0:05621)
























Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2
¡1:414 3:232 22:16 ¡0:4710 0:1743 9:748
Coarse (=¡1:566+0:1525) (= 3:103 (= 22:17 (= 0:0¡0:4710) (= 0:1743+0:0) (= 9:478+0:0)
+0:1187) ¡0:006950)
¡1:564 3:538 24:33 ¡0:4694 0:1912 10:77
Fine (=¡1:688+0:1243) (= 3:429 (= 24:34 (= 0:0¡0:4694) (= 0:1912+0:0) (= 10:77+0:0)
+0:1087) ¡0:006380)
σ Bz0;FEM = f(σ Bz0;FEM)mat1+(σ Bz0;FEM)mat2g=2 , τBrz0;FEM = f(τBrz0;FEM)mat1+(τBrz0;FEM)mat2g=2 for continuity of stress.






引張りと曲げのいずれの場合も界面端部から距離 Rだけ離れた界面上での応力 σ j，τrzは特異項と非特異項を合
わせた次式のような型で表される（FEM解析で得られる応力と区別するため，添え字に FEMを付けない）（宮﨑























Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2
Coarse



























































ここで，σ˜ j0（ j = r;z;θ），τ˜rz0は非特異応力であり，前報（宮﨑他, 2015）にて解析的に導かれている．応力およ
び変形の連続性より，式 (3)は材料 1と材料 2の界面（z = 0）で次の境界条件を満たさなければならない．¡
σz
¢mat1 = ¡σz¢mat2 ; ¡τrz¢mat1 = ¡τrz¢mat2 (4)¡
ur
¢mat1 = ¡ur¢mat2 ; ¡uθ¢mat1 = ¡uθ¢mat2 (5)
また，r = aでは自由表面となるので，この場合は次の境界条件を満たさなければならない．¡
σr
¢mat1 = ¡τrz¢mat1 = 0 ¢ ¢ ¢ (z¸ 0) (6)¡
σr
¢mat2 = ¡τrz¢mat2 = 0 ¢ ¢ ¢ (z· 0) (7)
式 (3)の右辺の 2つ項は，独立して境界条件 (4)～(7)をすべて満たす必要がある．境界条件 (4)～(7)をすべて満
たし，界面端部の θ 方向で (εθ0)mat1 = (εθ0)mat2 = εθ0 のひずみを生じさせるような非特異応力は次のように導か
れる．¡
σ˜r0
¢mat1 = ¡σ˜r0¢mat2 = 0 (8)¡
σ˜θ0
¢mat1 = (1+ν2)(ν1E2¡ν2E1)E1




(1+ν1)ν1E2¡ (1+ν2)ν2E1 ¢ εθ0 (9)¡
σ˜z0
¢mat1 = ¡σ˜z0¢mat2 =¡ (ν1¡ν2)E1E2(1+ν1)ν1E2¡ (1+ν2)ν2E1 ¢ εθ0 (10)¡
τ˜rz0




十分に離れると特異応力はなくなり，引張りの場合の丸棒表面では σ Tz = σ0，σ Tr = σ Tθ = τTrz = 0，曲げの場合では




内に計算式も付記する．σ Br0;FEM=σ Tr0;FEM および τBrz0;FEM=τTrz0;FEM は 0.878となり，3桁ほど揃っている．しかしな
がら，σ Bθ0;FEM=σ Tθ0;FEM はそれらとまったく異なる値となっている．また，σ Bz0;FEM=σ Tz0;FEM はほぼ同じ値となって
いるが，材料組合せによってはまったく異なる値となる場合も見られた．このように応力の比が揃わないのは，











Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2
Coarse 0:0 0:0 ¡0:01363 ¡0:5239 ¡0:06217 0:0











Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2
Coarse 0:0 0:0 ¡0:01228 ¡0:4720 ¡0:05601 0:0
Fine 0:0 0:0 ¡0:01232 ¡0:4736 ¡0:05621 0:0




σ Tr0;FEM¡ σ˜ Tr0;FEM σ Tz0;FEM¡ σ˜ Tz0;FEM σ Tθ0;FEM¡ σ˜ Tθ0;FEM τTrz0;FEM¡ τ˜Trz0;FEM
Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2
Coarse ¡0:6416 0:6150 3:376 0:7528 0:7804 0:3031




σ Br0;FEM¡ σ˜ Br0;FEM σ Bz0;FEM¡ σ˜ Bz0;FEM σ Bθ0;FEM¡ σ˜ Bθ0;FEM τBrz0;FEM¡ τ˜Brz0;FEM
Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2
Coarse ¡0:5631 0:5397 2:962 0:6605 0:6848 0:2660
Fine ¡0:6182 0:5925 3:252 0:7252 0:7518 0:2920
Table 6 The ratios of singular stresses at the interface corner edge. All ratios are almost the same independent of
the e0=a and the material.
e0
a
σ Br0;FEM¡ σ˜ Br0;FEM
σ Tr0;FEM¡ σ˜ Tr0;FEM
σ Bz0;FEM¡ σ˜ Bz0;FEM
σ Tz0;FEM¡ σ˜ Tz0;FEM
σ Bθ0;FEM¡ σ˜ Bθ0;FEM
σ Tθ0;FEM¡ σ˜ Tθ0;FEM
τBrz0;FEM¡ τ˜Brz0;FEM
τTrz0;FEM¡ τ˜Trz0;FEM
Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2 Mat. 1 Mat. 2
Coarse 0:8777 0:8775 0:8775 0:8775 0:8775 0:8776




表 4に式 (8)～(11)より求めた非特異応力を示す．表 5に表 2の第ゼロ節点応力から表 4の非特異応力を除い
たものを示す．表 6に表 5の非特異応力を除いた第ゼロ節点応力の比を示す．表 6と表 3を比較してわかるよう
に，第ゼロ節点応力の比はすべて e0 に関係なくほぼ 0.8775となっている．第ゼロ節点の 4つの応力成分のうち
σr0;FEM，τrz0;FEMについては，自由表面条件により非特異応力が 0となり，非特異応力を除く処理を行う必要がな
い．これらの応力を用いれば，より簡便に特異応力場の強さを求めることができる．
著者らは，前報（宮﨑他, 2015）で図 1(a)に示すような接合丸棒の特異応力場の強さ KTσ j および KTτrz を求めた．
それらと KBσ j=K
T




τrz = 0:8775の関係から曲げの場合の特異応力場の強さ K
B
σ j および K
B
τrz を求めることが








Table 7 Normalized intensities of the singular stress field under



























Table 8 The ratios of the singular stresses on the
interface from the corner edge. The ratios are






σ Bz;FEM¡ σ˜ Bz0;FEM
σ Tz;FEM¡ σ˜ Tz0;FEM
0 3:240 3:692 0:878
1 2:368 2:699 0:878
2 2:187 2:492 0:878
3 2:080 2:370 0:878
4 2:009 2:289 0:878
5 1:955 2:227 0:878
σ˜ Bz0;FEM =¡0:01232, σ˜ Tz0;FEM =¡0:01368


















(a) E2=E1 vs ν1












(b) ν2 vs ν1

















(c) KBσz=KTσz vs ν1
Fig. 3 E2=E1, ν2 and KBσz=K
T
σz values depending on ν1 when (α;β ) is fixed as (0:8;0:3). (a) E2=E1 vs ν1, (b) ν2
vs ν1, (c) KBσz=KTσz vs ν1.
表 8に界面上の端部からの距離 Rの位置での z方向応力 σ Bz;FEM，σ Tz;FEM，それらの特異成分 (σ Bz;FEM¡ σ˜ Bz0;FEM)と










σ Bj0;FEM¡ σ˜ Bj0;FEM






軸対称接合問題および 3次元接合問題は 2次元接合問題と異なり，Dundursの複合材料パラメータ (α;β )で支
配されない（胡他, 1999;胡,渡邊, 2003）．図 3に (α ;β ) = (0:8;0:3)と固定したときの解析例を示す．ν1を 0から
0.5まで変化させると，ν2は 0.1074から 0.1389，E2=E1は 0.1818から 0.2500まで変化するが，特異応力場の強さ
の比 KBσz=K
T
σz については 0.8764から 0.8851まで（0:88075§0:00435）とほとんど変化しない．KTσz は約 10%変化







































Fig. 4 Relation between KBσz=K
T
σz and α .










1.028 1.004 1.004 1.028
0.1
1.020 1.007 0.998 1.014 1.061
1.005 0.985 0.991 1.011 1.046
0.2 0.983
0.985 0.987 1.000 1.058
1.1470.959 0.971 0.998 1.049
0.3
0.957 0.966 0.983 1.034 1.155
0.930 0.942 0.974 1.032 1.147
0.4
0.924 0.937 0.958 1.000 1.124
0.900 0.909 0.942 0.997 1.116
0.5
0.888 0.904 0.926 0.965 1.063
0.872 0.875 0.906 0.956 1.062
0.6 0.846
0.868 0.890 0.925 1.000
1.3730.839 0.869 0.912 0.995
0.7
0.830 0.851 0.883 0.941 1.136
0.804 0.832 0.868 0.933 1.135
0.8
0.790 0.810 0.838 0.885 1.000
1.2430.768 0.795 0.826 0.876 0.994
0.9
0.747 0.767 0.792 0.830 0.906 1.000
0.730 0.759 0.784 0.824 0.902 0.995
1 0.704 0.722 0.744 0.775 0.830 0.881
Upper: maximum value, lower: minimum value










σz < 1:4 (14)



















(1) 引張りに対する曲げの特異応力場の強さの比KBσz=KTσzを図，その最大値 (KBσz=KTσz)maxおよび最小値 (KBσz=KTσz)min
を表で示した．すべての材料組合せに対して，0:7 < KBσz=K
T
















(α ;β )と 1対 1で対応すると言えることがわかった．
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